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Âàëåíòèíà Êèðè÷åíêî

Â ñèñòåìå Ãèëüáåðòà àêñèîì åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè, îñíîâíûå è íåîïðåäåëÿåìûå îáúåêòû � ýòî òî÷êè, ïðÿìûå

è ïëîñêîñòè. Ìåæäó îáúåêòàìè åñòü îòíîøåíèÿ, ñìûñë êîòîðûõ ðàñêðûâàåòñÿ â àêñèîìàõ. Ïðèìåðû îòíîøåíèé:

ëåæàòü, ìåæäó, êîíãðóýíòíûé, ïàðàëëåëüíûé. Àêñèîìû ðàçáèòû íà ïÿòü ãðóïï.

Àêñèîìû ïðèíàäëåæíîñòè.

I1 Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ êàæäîé èç ýòèõ äâóõ
òî÷åê.

I2 Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïðèíàäëåæàùåé êàæ-
äîé èç ýòèõ äâóõ òî÷åê.

I3 Íà ëþáîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâå òî÷êè. Ñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé
ìåðå òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.

Àêñèîìû ïîðÿäêà.

II1 Åñëè òî÷êà B ïðÿìîé ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è C òîé æå ïðÿìîé, òî A, B è C
� ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðÿìîé, ïðè÷åì B ëåæèò òàêæå è ìåæäó C è A.

II2 Äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê A è C íà îïðåäåëÿåìîé èìè ïðÿìîé ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíà òî÷êà B òàêàÿ, ÷òî C ëåæèò ìåæäó A è B.

II3 Ñðåäè ëþáûõ òð¼õ òî÷åê ïðÿìîé, ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîé òî÷êè, ëåæàùåé
ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

II4 Ïóñòü A, B, C � òðè íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé òî÷êè è a ïðÿìàÿ, íå ïðî-
õîäÿùàÿ íè ÷åðåç îäíó èç òî÷åê A, B, C; åñëè ïðè ýòîì ïðÿìàÿ a ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó îòðåçêà AB, òî îíà íåïðåìåííî ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó îòðåçêà AC
èëè òî÷êó îòðåçêà BC.

Îòíîøåíèå êîíãðóýíòíîñòè (èëè ðàâåíñòâà) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì ≡. Ñîãëàñíî Ãèëüáåðòó, óãëîì ìû íà-

çûâàåì ôèãóðó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ëó÷åé ñ îáùèì íà÷àëîì.

Àêñèîìû êîíãðóýíòíîñòè.

III1 Íà äàííîé ïðÿìîé îò äàííîé òî÷êè ïî äàííóþ ñòîðîíó îò íå¼ ìîæíî îòëîæèòü
îòðåçîê, êîíãðóýíòíûé äàííîìó.

III2 Äâà îòðåçêà, êîíãðóýíòíûå òðåòüåìó, êîíãðóýíòíû äðóã äðóãó.
III3 Ïóñòü AB è BC � äâà îòðåçêà ïðÿìîé, íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê, à A′B′ è B′C ′ �

äâà îòðåçêà âòîðîé (èëè òîé æå ñàìîé) ïðÿìîé, òàêæå íå èìåþùèå îáùèõ òî÷åê.
Åñëè AB ≡ A′B′ è BC = B′C ′, òî îòðåçîê AC êîíãðóýíòåí îòðåçêó A′C ′

III4 Îò äàííîãî ëó÷à â äàííóþ ïîëóïëîñêîñòü ìîæíî îòëîæèòü åäèíñòâåííûé óãîë
ðàâíûé äàííîìó.

III5 Åñëè äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è A′B′C ′ èìåþò ìåñòî êîíãðóýíòíîñòè

AB ≡ A′B′, AC ≡ A′C ′, ∠BAC ≡ ∠B′A′C ′,

òî èìååò ìåñòî òàêæå êîíãðóýíòíîñòü ∠ABC ≡ ∠A′B′C ′.

Ìèíèêóðñ �Àêñèîìû Ãèëüáåðòà è íååâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ�, ëåòíÿÿ øêîëà â Kesterciems, 2017 ã.
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2 Âàëåíòèíà Êèðè÷åíêî

Àêñèîìà î ïàðàëëåëüíûõ.

IV1 ×åðåç äàííóþ òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà äàííîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè íå áîëåå
îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé.

Àêñèîìû íåïðåðûâíîñòè.

V1 Äëÿ ëþáûõ äâóõ îòðåçêîâ AB è CD íà ïðÿìîé AB ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê A1,. . . , An, òàêèõ ÷òî îòðåçêè AA1, A1A2,. . . , An−1An êîíãðóýíòíû îòðåçêó
CD, è ïðè ýòîì òî÷êà B ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè A è An.

V2 Òî÷êè ïðÿìîé íåëüçÿ äîïîëíèòü íîâûìè òî÷êàìè, òàê ÷òîáû ïðîäîëæàëè âûïîë-
íÿòüñÿ àêñèîìû I1−2, II, III1, V1.

Åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâîðåíî èíîå, òî ÷åðåç F îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Äîïóñêàåòñÿ ðåøàòü çàäà÷è â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî F ñîâïàäàåò ñ ïîëåì âåøåñòâåííûõ ÷èñåë R. Êîãäà ðå÷ü èä¼ò î êîíå÷íûõ ïîëÿõ, äîïóñêàåòñÿ

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé ïîëÿ F = F2 èç äâóõ ýëåìåíòîâ.

Çàäà÷à 1. Âûâåäèòå èç àêñèîì I1−3, ÷òî ëþáûå äâå ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ëèáî íå
ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

Çàäà÷à 2. Ïðîâåðüòå, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ àôôèííàÿ ïëîñêîñòü F2 íàä ïîëåì F óäî-
âëåòâîðÿåò àêñèîìàì I1−3.

Çàäà÷à 3. Äàéòå àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè FP2 íàä ïî-
ëåì F. Ïðîâåðüòå, ÷òî FP2 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì I1−3. Îñòàíåòñÿ ëè ïðåäûäóùåå
óòâåðæäåíèå âåðíûì, åñëè ïîìåíÿòü ðîëÿìè òî÷êè è ïðÿìûå, òî åñòü, òî÷êè íàçû-
âàòü ïðÿìûìè, à ïðÿìûå � òî÷êàìè?

Çàäà÷à 4. Íàéäèòå ÷èñëî òî÷åê è ïðÿìûõ íà àôôèííîé è ïðîåêòèâíûõ ïëîñêîñòÿõ
íàä êîíå÷íûì ïîëåì F èç q ýëåìåíòîâ, åñëè q ðàâíî
(a) 2; (á) 3; (â) 4; (ã) 5; (ä) 7; (e) q = pn, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî

Çàäà÷à 5. Âûâåäèòå èç àêñèîì I1−3 è II1−4, ÷òî èç òð¼õ òî÷åê íà ïðÿìîé ðîâíî îäíà
ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

Çàäà÷à 6 (Ëèøíÿÿ àêñèîìà). Âûâåäèòå èç àêñèîì I1−3 è II1−4, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå
òî÷êè íà ïðÿìîé ìîæíî îáîçíà÷èòü áóêâàìè A, B, C, D òàê, ÷òîáû òî÷êà, îáîçíà-
÷åííàÿ áóêâîé B, ëåæàëà êàê ìåæäó òî÷êàìè A è C, òàê è ìåæäó A è D, à òî÷êà,
îáîçíà÷åííàÿ áóêâîé C, ëåæàëà êàê ìåæäó òî÷êàìè B è D, òàê è ìåæäó A è D.

Çàäà÷à 7. (a) Ïóñòü F ⊂ R � ïîäïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îïðåäåëèòå íà òî÷-
êàõ êîîðäèíàòíîé àôôèííîé ïëîñêîñòè F2 îòíîøåíèå �ëåæàòü ìåæäó� òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü àêñèîìû ïîðÿäêà II1−4.
(á) Ïóñòü F � êîíå÷íîå ïîëå. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü íà òî÷êàõ êîîðäèíàòíîé àô-

ôèííîé ïëîñêîñòè F2 îòíîøåíèå �ëåæàòü ìåæäó� òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü àêñèîìû
ïîðÿäêà II1−4?

Çàäà÷à 8. Îïðåäåëèì äëèíó îòðåçêà ñ êîíöàìè (x, y), (x′, y′) â F2 ôîðìóëîé√
(x− x′)2 + (y − y′)2. Ñêàæåì, ÷òî äâà îòðåçêà êîíãðóýíòíû, åñëè èõ äëèíû ðàâíû.
(à) Âûïîëíÿþòñÿ ëè àêñèîìû êîíãðóýíòíîñòè III1−3 â Q2 (÷åðåç Q îáîçíà÷àåòñÿ

ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë)?
(á) Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå (ïî âêëþ÷åíèþ) ïîäïîëå F ⊂ R, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿ-

þòñÿ àêñèîìû êîíãðóýíòíîñòè. Ýòî ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëåì Ãèëüáåðòà.

(â*) Äîêàæèòå, ÷òî ïîëå Ãèëüáåðòà íå ñîäåðæèò ÷èñëî
√

1 +
√
2.
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