
Задачи по курсу «Элементы топологии»

Примечание: Задачи с номерами, выделенными жирным наклонным шрифтом,
обязательны для зачёта.

1. Объединение любого количества и пересечение конечного количества открытых
множеств открыты.

2. Всякое открытое множество на прямой является объединением конечной или
счётной совокупности попарно не пересекающихся интервалов (возможно, бес-
конечных).

3. Множество F замкнуто тогда и только тогда, когда для любой сходящейся по-
следовательности точек xn ∈ F её предел x = limn→∞ xn тоже лежит в F .

4. Верна ли лемма Гейне–Бореля для покрытия отрезка отрезками или полуинтер-
валами?

5. Прямоугольник и параллелепипед компактны.

6. Связные множества на прямой — это отрезки, интервалы и полуинтервалы (в
том числе бесконечные) и только они.

7. Отображение f : X → Y непрерывно тогда и только тогда, когда для любой
сходящейся последовательности точек xn → x в X верно f(xn) → f(x).

8. Стереографическая проекция сферы без
северного полюса на плоскость (см. рис.)
— непрерывное отображение. Можно ли
его продолжить до непрерывного отобра-
жения всей сферы на плоскость?

9. Функция f(x) = {x} (дробная часть) разрывна на R. Укажите максимальные
подмножества прямой, на которых она непрерывна.

10. Из пункта А в пункт Б ведут две дороги.
Известно, что две машины, соединённые
баннером длиной 20 метров, могут про-
ехать из А в Б по разным дорогам. Смо-
гут ли разъехаться две машины с надув-
ными шарами радиусом 11 метров в кузо-
вах, едущие из А и из Б по разным дорогам
навстречу друг другу?

11. Плоский блин можно разрезать:

(a) двумя перпендикулярными разрезами
(см. рис.) на 4 равновеликие части;

(b) «розочкой» (см. рис.) на 3 равновеликие
части.



12. Многочлен нечётной степени с действительными коэффициентами имеет хотя
бы один действительный корень.

13. Найдите число обходов каждой из кривых вокруг каждой точки плоскости (не
лежащей на кривой, разумеется):

(a) (b)

14. Если точки a и b на плоскости можно соединить непрерывной кривой δ, не пе-
ресекающей данную замкнутую кривую γ, то числа обходов γ вокруг a и b сов-
падают.

15. (Лемма о даме с собачкой) Дама гуляет с собачкой вокруг столба, причём в
каждый момент времени расстояние от дамы до столба длиннее поводка собачки.
Докажите, что собачка обойдет столб столько же раз, сколько и дама.

16. Найдите неподвижные точки для отображения круга в себя, которое заключа-
ется в сжатии вдвое к центру и последующем сдвиге на 1/3 радиуса исходного
круга.

17. Любое непрерывное отображение сферы в себя имеет неподвижную точку или

(a) переводит некоторую точку в её антипод;

(b)∗ переставляет некоторую пару точек.

18. Бутерброд с маслом и с сыром можно разрезать одним взмахом ножа так, что-
бы в каждой части всего было поровну. (Предполагается, что слои бутерброда
имеют толщину и произвольную форму, а разрез может быть косым.)

19. Планета Газон полностью поросла травой. Докажите, что одна из травинок
непременно растёт перпендикулярно поверхности планеты.

20.∗ Докажите, что сумма индексов особых точек векторного поля на торе равна 0.

А на поверхности кренделя с g дырками?


